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О корректности задачи Коши для стохастической
системы модели Лоренца бароклинной атмосферы

В работе рассматривается задача Коши для одной нелинейной систе-
мы дифференциальных уравнений в частных производных с параметрами.
Эта система описывает двухслойную квазисоленоидальную модель Лорен-
ца бароклинной атмосферы на вращающейся двумерной сфере. Правая
часть системы возмущается белым шумом, рассматриваются случайные
начальные данные. Доказывается существование единственного решения
и оценка непрерывной зависимости этого решения от совокупности на-
чальных данных и правой части на конечном отрезке времени. Попутно
доказывается для задачи Коши с детерминированными начальными дан-
ными и правой частью оценка непрерывной зависимости решения от со-
вокупности параметров, начальных данных и правой части на конечном
отрезке времени.
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§ 1. Введение

В работе В.Н. Крупчатникова [1] рассматривалась на единичной двумерной
сфере S с центром в нуле в сферической системе координат

(λ, ϕ), λ ∈ [0, 2π), ϕ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, µ = sinϕ,

следующая система уравнений двухслойной квазисоленоидальной модели Ло-
ренца бароклинной атмосферы (физические аспекты вопроса см. в [2]–[4])

∂

∂t
A1u+ νA2u+A3u+B(u) = g, t > 0, (1.1)

где ν > 0 – вязкость, u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x))T – неизвестное векторное поле,
g(t, x) = (g1(t, x), g2(t, x))T – детерминированная внешняя сила, x = (λ, µ),

A1 =
(
−∆ 0
0 −∆ + γ

)
, A2 =

(
∆2 0
0 ∆2

)
,

A3 =
(
−k∆ 2k∆
k∆ −(2k + k1 + νγ)∆ + ρ

)
,

B(u) =
(
J(∆u1 + 2µ, u1) + J(∆u2, u2), J(∆u2 − γu2, u1) + J(∆u1 + 2µ, u2)

)T
,
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здесь параметры γ, ρ, k, k1 > 0, операторы Якоби J(ψ, θ) = ψλθµ − ψµθλ и
Лапласа–Бельтрами (см., например, [5; § 1]) ∆ψ = ((1−µ2)ψµ)µ +(1−µ2)−1ψλλ

на сфере S. Отметим, что константы γ, ρ, k, k1 неотрицательны, а ν положи-
тельна. В работе [1] было показано, что существует единственное обобщенное
решение задачи Коши для этой системы уравнений в некоторых функциональ-
ных пространствах. Вопросы разрешимости подобного типа систем рассматри-
вались также в работах [4], [6], и в [6; гл. II, § 3] см. ссылки в замечании 2.1.

В настоящей статье рассматривается в качестве правой части системы (1.1)
случайное векторное поле, определенное на произвольном полном вероятност-
ном пространстве (Ω, F, P ),

g = f + η, (1.2)

где случайная внешняя сила f(t, x, ω) = (f1(t, x, ω), f2(t, x, ω))T почти наверное
является локально квадратично суммируемой по t и случайное векторное поле
η(t, x, ω) = (η1(t, x, ω), η2(t, x, ω))T является белым шумом по t. Для этой си-
стемы доказывается результат о существовании единственного решения задачи
Коши со случайными начальными данными и оценка непрерывной зависимости
этого решения от совокупности случайных начальных данных и внешней силы
на конечном отрезке изменения переменной t. Необходимость такой стохасти-
ческой постановки задачи для изучения проблемы предсказуемости климата
подробно описывается в предисловии к книге В. П. Дымникова [7]. Попутно
доказывается для задачи Коши с детерминированными начальными данными
и правой частью оценка непрерывной зависимости решения от совокупности
параметров (ν, γ, ρ, k, k1), начальных данных и правой части на конечном от-
резке изменения переменной t.

Автор выражает благодарность В. П. Дымникову и В. Н. Крупчатникову за
постановку задачи, А. Р. Ширикяну и В. В. Нерсесяну за полезные дискуссии.

§ 2. Функциональные пространства

Везде ниже T > 0 любое, X – банахово пространство с нормой ∥ · ∥X .
Пусть Lp(S) и Lp([0, T ] × S) – лебеговы пространства измеримых функций

ψ : S → R и ψ : [0, T ]× S → R соответственно с конечными нормами

∥ψ∥Lp(S) =
(∫

S

|ψ|p dS
)1/p

, ∥ψ∥Lp([0,T ]×S) =
(∫∫

[0,T ]×S

|ψ|p dt dS
)1/p

<∞,

1 6 p < ∞. При этом L2(S) – гильбертово пространство со скалярным произ-
ведением

(ψ, θ) =
∫

S

ψθ dS.

Обозначим через L2(0, T ;X) банахово пространство измеримых по Бохнеру
функций ψ : [0, T ] → X, для которых конечна норма

∥ψ∥L2(0,T ;X) =
(∫ T

0

∥ψ(t)∥2X dt

)1/2

<∞,
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и через L2,loc(R+;X), где R+ = {t ∈ R : t > 0}, пространство измеримых по
Бохнеру функций ψ : R+ → X таких, что∫

I

∥ψ(t)∥2X dt <∞

для любого компактного промежутка I ⊂ R+. При этом функции, отличающи-
еся на множествах лебеговой меры нуль, отождествляются. Заметим, что если
X – гильбертово пространство, то L2(0, T ;X) – гильбертово пространство.

Нам будут необходимы также пространства непрерывных функций с об-
ластью значений в банаховом пространстве. Обозначим через C(0, T ;X) и
C(R+;X) пространства всех непрерывных функций ψ : [0, T ] → X и ψ : R+ → X
соответственно. Снабженное нормой

∥ψ∥C(0,T ;X) = max
t∈[0,T ]

∥ψ(t)∥X

пространство C(0, T ;X) является банаховым пространством. Снабженное мет-
рикой

d(ψ, θ) =
∞∑

i=1

2−i ∥ψ − θ∥C(0,i;X)

1 + ∥ψ − θ∥C(0,i;X)

пространство C(R+;X) является полным метрическим пространством.
Обозначим через C∞(S) пространство таких бесконечно гладких функций

ψ : S → R, для которых выполнено∫
S

ψ dS = 0.

Функция ψ : S → R называется бесконечно гладкой (см., например, замечание 1
к определению 1 в [5; § 2] и [8; гл. I, § 3.2]), если для любой декартовой системы
координат x = (x1, x2, x3)T с началом координат в центре единичной сферы S
функция

ψ̃(ϕ, λ) = ψ(cosϕ cosλ, cosϕ sinλ,− sinϕ),

где ϕ и λ – углы в сферической системе координат, связанной с декартовой,
принадлежит пространству C∞((−π/2, π/2)× [0, 2π]).

Введем в пространстве C∞(S) семейство норм

∥ψ∥p = ((−∆)pψ,ψ)1/2, p ∈ Z.

Обозначим через hp, p ∈ Z, пространства, полученные пополнением (см., на-
пример, доказательство теоремы о пополнении в [9; гл. I, § 10]) по нормам ∥ · ∥p,
p ∈ Z, пространства C∞(S). Имеют место следующие вложения:

· · · ⊂ h2 ⊂ h1 ⊂ h0 ⊂ h−1 ⊂ h−2 ⊂ · · · ,

где операторы вложения компактны и непрерывны (см., например, [6; гл. I, § 3,
леммы 1.1, 1.4, б) и в), 1.6]). Заметим, что hp плотно вложено в hq при q < p
(см., например, [6; гл. I, § 3, леммы 1.1, 1.4, б) и в)]).
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Оператор −∆ на пространстве C∞(S) со скалярным произведением ( · , · )
положительно определен (см., например, [5; § 2, доказательство леммы 1, фор-
мула (22)] и [6; гл. I, § 3, лемма 1.2]). Поэтому он может быть расширен до са-
мосопряженного по Фридрихсу (см., например, [10; § 5], [11; § 31] и [6; гл. I, § 3])

−∆: D(−∆) = hp+2 ⊂ hp → hp, p ∈ Z,

где D(A) – область определения оператора A. Тогда положительно определен
и самосопряжен оператор

(−∆)q/2 : D((−∆)q/2) = hp+q ⊂ hp → hp, p, q ∈ Z, q > 0,

(см., например, [12], [11; § 31], [13; гл. XIII] и [6; гл. I, § 3]) и

∥ψ∥p =
(
(−∆)p/2ψ, (−∆)p/2ψ

)1/2 для любого ψ ∈ hp, p ∈ Z.

Заметим, что скалярное произведение ( · , · ) в L2(S) может быть продолжено
до билинейного непрерывного отображения hp × h−p → R, p ∈ Z,

(ψ, θ) =
(
(−∆)p/2ψ, (−∆)−p/2θ

)
, p ∈ Z, (2.1)

где ψ ∈ hp, θ ∈ h−p. Тогда имеет место обобщенное неравенство Коши–Буня-
ковского

|(ψ, θ)| 6 ∥ψ∥p ∥θ∥−p для любых ψ ∈ hp, θ ∈ h−p, p ∈ Z, (2.2)

и (см., например, доказательство [5; § 2, лемма 1] и [6; гл. I, § 3], [8; гл. I, § 4.6])

∥ψ∥21 = (−∆ψ,ψ) = ∥|∇ψ|∥2L2(S) для любого ψ ∈ h1, (2.3)

где в декартовых координатах

∇ψ =
(

∂

∂x1
ψ,

∂

∂x2
ψ,

∂

∂x3
ψ

)T

, |θ| = ⟨θ, θ⟩1/2
Rn ,

⟨θ, ξ⟩Rn – скалярное произведение в Rn, n = 2, 3.
Обозначим через {en

m}
16n
|m|6n ∈ C

∞(S) ортонормированный базис гильбертова
пространства h0:

(en
m, e

j
i ) = δmiδnj ,

δmi, δnj – символы Кронекера, n, j = 1, 2, . . . , |m| 6 n, |i| 6 j,

состоящий из собственных функций оператора −∆ (см., например, [13; гл. XIII]
и [11; § 31]). Пусть λn = n(n + 1) – соответствующее собственным функциям
{en

m}|m|6n собственное значение оператора −∆ кратности 2n + 1, n = 1, 2, . . . .
Отсюда следует, что функции {en,p

m }16n
|m|6n, где

en,p
m = λ−p/2

n en
m, 1 6 n, |m| 6 n,

являются ортонормированным базисом гильбертова пространства hp, p∈Z\{0},
если в нем ввести скалярное произведение

(ψ, θ)p =
(
(−∆)p/2ψ, (−∆)p/2θ

)
, p ∈ Z \ {0}.
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Пусть Hp = hp × hp, p ∈ Z, – пространства измеримых векторных полей
ψ : S → R2 с нормами

|∥ψ|∥p = ⟨Ap/2
0 ψ,A

p/2
0 ψ⟩1/2,

p ∈ Z, A0 =
(
−∆ 0
0 −∆

)
, ⟨ψ, θ⟩ =

∫
S

⟨ψ, θ⟩R2 dS.

Рассмотрим следующее векторное поле:

En
m =



(
0

en
m−n−1

)
, 1 6 m 6 2n+ 1,(

en
m−3n−2

0

)
, 2n+ 2 6 m 6 4n+ 2.

.

Очевидно, что {En
m}

16n
16m64n+2 ∈ C∞(S)×C∞(S) является ортонормированным

базисом гильбертова пространства H0:

⟨En
m, E

j
i ⟩ = δmiδnj , n, j = 1, 2, . . . , 1 6 m 6 4n+ 2, 1 6 i 6 4j + 2,

состоящим из собственных векторных полей оператора A0. Тогда λn = n(n+1)
– соответствующее собственным векторным полям {En

m}16m64n+2 собственное
значение оператора A0 кратности 4n + 2, n = 1, 2, . . . . Отсюда следует, что
векторные поля {En,p

m }16n
16m64n+2, где

En,p
m = λ−p/2

n En
m, 1 6 n, 1 6 m 6 4n+ 2,

являются ортонормированным базисом гильбертова пространства Hp, где p ∈
Z \ {0}, если в нем ввести скалярное произведение

⟨ψ, θ⟩p = ⟨Ap/2
0 ψ,A

p/2
0 θ⟩, p ∈ Z \ {0}.

Введем пространства

κT = C(0, T ;H2) ∩ L2(0, T ;H3), ∥ψ∥κT
= ∥ψ∥C(0,T ;H2) + ∥ψ∥L2(0,T ;H3),

κ = C(R+;H2) ∩ L2,loc(R+;H3),

ΞT =
{
ψ ∈ L2(0, T ;H3) :

∂

∂t
ψ ∈ L2(0, T ;H1)

}
,

где производная по времени понимается в смысле распределений (см., напри-
мер, [14; гл. I, § 1.1] или [15; гл. I, § 1.2]). Снабженное нормой

∥ψ∥ΞT
=
(∫ T

0

(
|∥ψ(t)|∥23 +

∥∥∥∥ ∂∂tψ(t)
∥∥∥∥2

1

)
dt

)1/2

пространство ΞT является гильбертовым (доказательство см., например, в [14;
гл. I, § 2.2]). Пространство ΞT непрерывно вложено в пространство C(0, T ;H2)
(доказательство см., например, в [14; гл. I, § 7.3, теорема 7.7, и § 3.1, теорема 3.1]
и [6; гл. I, § 3]) и, следовательно, в пространство κT . Поэтому произвольное
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векторное поле ψ из пространства ΞT является непрерывным как функция
[0, T ] → H2 после, быть может, изменения на множестве меры нуль. В частно-
сти, при любом t ∈ [0, T ] ψ(t) является векторным полем на пространстве H2.

Введем понятие полного вероятностного пространства (см., например, [16;
гл. I, § 2 и § 4]). Пусть Ω – произвольное множество, F – некоторое семейство
его подмножеств; F – σ-алгебра, если ∅ ∈ F и F замкнуто относительно опе-
раций дополнения и объединения счетного числа множеств из F . Пару (Ω, F )
называют измеримым пространством, если F – σ-алгебра подмножеств Ω. Ме-
рой называют неотрицательную счетно-аддитивную функцию, определенную
на некоторой σ-алгебре измеримого пространства; P – вероятностная мера на
измеримом пространстве (Ω, F ), если P (Ω) = 1. Тройку (Ω, F, P ) называют
вероятностным пространством. Под пополнением FP σ-алгебры F по веро-
ятностной мере P будем понимать F ∪ NP , где NP – семейство подмножеств
M ⊂ Ω таких, что существует подмножество N ⊂ Ω, N ∈ F , что M ⊂ N и
P (N) = 0. Если FP = F , то (Ω, F, P ) – полное вероятностное пространство.

В дальнейшем полагаем, что (Ω, F, P ) – полное вероятностное пространство.
Определим банахово пространство L2(Ω;X) (см., например, [17; гл. II, § 10.5,

теорема 7]) измеримых по Бохнеру функций ψ : Ω → X таких, что конечна
норма

∥ψ∥L2(Ω;X) =
√
E∥ψ∥2X =

(∫
Ω

∥ψ∥2X dP

)1/2

<∞.

При этом функции, отличающиеся на множествах P -меры нуль, отождествля-
ются.

В следующих двух абзацах приведены определения из [18; гл. II, § 1, и гл. IV,
§ 5] и [19; гл. I, § 1.1 и § 3.3].

В пространстве (Ω, F, P ) введем фильтрацию {Ft}t>0 – неубывающее семей-
ство σ-алгебр Fs ⊂ Ft, s < t, при этом Ft ⊂ F , t > 0. Фильтрацию {Ft}t>0

назовем непрерывной справа, если⋂
s>t

Fs = Ft, t > 0.

Будем говорить, что фильтрация {Ft}t>0 удовлетворяет обычным условиям, ес-
ли {Ft}t>0 – непрерывная справа фильрация такая, что все множества P -меры
нуль σ-алгебры F содержатся в F0.

В дальнейшем полагаем, что фильтрация {Ft}t>0 удовлетворяет обычным
условиям.

Наименьшую σ-алгебру, содержащую все открытые множества изX, называ-
ют борелевской σ-алгеброй X. Обозначим через σX борелевскую σ-алгебру X.
Отображение ψ : (Ω, F ) → (X,σX) называют F |σX-измеримым, если {ω ∈ Ω :
ψ(ω) ∈ M} ∈ F для любого M ∈ σX . Случайный процесс ξ(t) : Ω → X, t > 0,
согласован с фильтрацией {Ft}t>0, если отображение ξ(t) Ft|σX -измеримо при
каждом t > 0. Случайный процесс ξ(t) : Ω → X, t > 0, прогрессивно измерим
по отношению к {Ft}t>0, если для любого t > 0 отображение (s, ω) → ξ(s, ω),
где (s, ω) ∈ [0, t]×Ω, является σ[0,t]×Ft|σX -измеримым. Здесь σ[0,t]×Ft – наи-
меньшая σ-алгебра подмножеств [0, t]×Ω, содержащая все множества M1×M2,
где M1 ∈ σ[0,t] и M2 ∈ Ft.
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Введем гильбертово пространство l2 последовательностей {bi}∞i=1 действи-
тельных чисел с конечной нормой

∥{bi}∞i=1∥l2 =
( ∞∑

i=1

b2i

)1/2

<∞

и подмножество этого пространства

l+2 =
{
{bi}∞i=1 ∈ l2 : bi > 0, i = 1, 2, . . .

}
.

§ 3. Теорема о существовании единственного решения
задачи Коши для системы уравнений (1.1), (1.2)

Пусть заданы случайное векторное поле f(t, x, ω), t > 0, согласованное с
фильтрацией {Ft}t>0, f ∈ L2,loc(R+;H−1) почти наверное, и F0-измеримое слу-
чайное векторное поле u0(x, ω), u0 ∈ H2 почти наверное. Рассмотрим задачу
Коши для системы (1.1), (1.2)

u(0) = u0. (3.1)

Обозначим через {Ei}∞i=1 ортонормированный базис пространства H0. В
качестве случайного векторного поля рассмотрим

η(t, x, ω) =
∂

∂t
ζ(t, x, ω), ζ(t, x, ω) =

∞∑
i=1

biβi(t, ω)Ei, (3.2)

где {bi}∞i=1 ∈ l+2 , {βi(t, ω)}∞i=1, t > 0, – последовательность независимых дей-
ствительных броуновских движений, определенных на полном вероятностном
пространстве (Ω, F, P ), относительно фильтрации {Ft}t>0 (см. определение 7
в [16; “Дополнения и упражнения” к гл. III]). Тогда ряд в (3.2) принадлежит
пространству C(R+;H0) для почти всех ω ∈ Ω (см., например, доказательство
[19; гл. I, § 4.1, теорема 4.3]).

Поскольку почти все траектории броуновского движения не дифференциру-
емы ни в одной точке (см., например, [16; гл. III, § 1, теорема 1]) и производ-
ная броуновского движения существует почти наверное только в обобщенном
смысле (см., например, [20; гл. III, § 1.4]), то необходимо придать смысл системе
(1.1), (1.2). Будем считать, что это формальная запись стохастического инте-
грального уравнения. То есть введем следующее определение решения системы
(1.1), (1.2).

Определение 1. Случайный процесс u(t, x, ω), t > 0, определенный на ве-
роятностном пространстве (Ω, F, P ), со значениями в H2 будем называть реше-
нием системы (1.1), (1.2) , если он обладает следующими свойствами:

a) случайный процесс u(t), t > 0, согласован с фильтрацией {Ft}t>0 и почти
все его траектории принадлежат пространству κ;

b) почти все траектории случайного процесса u(t) удовлетворяют равенству

A1u(t)+
∫ t

0

(
νA2u(s)+A3u(s)+B(u(s))

)
ds = A1u(0)+

∫ t

0

f(s) ds+ζ(t), t > 0,

(3.3)
которое имеет место в пространстве C(R+;H−1).
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Для построения решения задачи Коши (1.1), (1.2), (3.1) рассмотрим еще одну
стохастическую систему

∂

∂t
A1z + νA2z +A3z = η, t > 0, (3.4)

где z(t, x, ω) = (z1(t, x, ω), z2(t, x, ω))T. Решение этой системы определяется
аналогично определению решения системы (1.1), (1.2). При этом вместо (3.3)
будем иметь

A1z(t) +
∫ t

0

(
νA2z(s) +A3z(s)

)
ds = A1z(0) + ζ(t), t > 0. (3.5)

Имеет место следующее

Предложение 1. Для любых ν > 0, γ, ρ, k, k1 > 0, {bi}∞i=1 ∈ l
+
2 существует

решение z(t) системы (3.4) с начальным условием z(0) = 0, и оно единственно,
т.е. если z̃(t) – другое решение системы (3.4) с начальным условием z̃(0) = 0,
то z(t) = z̃(t) для любого t > 0 с вероятностью 1.

Доказательство этого предложения будет приведено ниже.
Поскольку f ∈ L2,loc(R+;H−1) почти наверное, u0 ∈ H2 почти наверное и по

предложению 1 случайное векторное поле z ∈ κ почти наверное, то рассмотрим
множество

Ω∗ =
{
ω ∈ Ω : f ∈ L2,loc(R+;H−1), u0 ∈ H2, z ∈ κ

}
(3.6)

полной меры P (Ω∗) = 1. Такое множество существует в силу свойства мно-
жеств полной меры: конечное пересечение множеств полной меры является
множеством полной меры.

Будем искать решение задачи Коши (1.1), (1.2), (3.1) в виде суммы u(t) =
v(t) + z(t), где z(t) – решение системы (3.4) с начальным условием z(0) = 0.
Тогда случайный процесс v(t) удовлетворяет задаче Коши

∂

∂t
A1v + νA2v +A3v +B(v + z) = f, t > 0, v(0) = u0. (3.7)

В задаче Коши (3.7) зафиксируем произвольное ω ∈ Ω∗ и в дальнейшем для
удобства изложения будем считать эту задачу Коши детерминированной до
изложения основного результата, доказанного в теореме 2 в конце этого пара-
графа.

Определение 2. Пусть z(t, x) – векторное поле из пространства κT . Век-
торное поле v(t, x) будем называть решением задачи Коши (3.7) на [0, T ] × S,
если v ∈ ΞT , v(0) = u0 и уравнение в (3.7) имеет место в L2(0, T ;H−1).

Для построения решения задачи Коши (3.7) нам будут необходимы несколь-
ко вспомогательных результатов.

Лемма 1. I. Пусть θ, ξ ∈ h2 , χ ∈ h0 . Имеет место оценка

|(J(θ, ξ), χ)| 6 C
(
∥θ∥2 ∥θ∥1 ∥ξ∥2 ∥ξ∥1

)1/2∥χ∥0.

II. Пусть ξ, χ ∈ h1 , θ ∈ h2 . Имеет место оценка

|(J(θ, ξ), χ)| 6 C
(
∥θ∥2 ∥θ∥1 ∥χ∥1 ∥χ∥0

)1/2∥ξ∥1.
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III. Пусть θ ∈ h1 , ξ ∈ h0 . Имеет место оценка

|(J(µ, θ), ξ)| 6 ∥θ∥1 ∥ξ∥0.

Константа C > 0 не зависит от θ , ξ , χ.

Доказательство. I. Разложив ψ по базису {en,2
m }16n

|m|6n пространства h2,
легко доказать неравенство(

(−∆)3/2ψ,ψ
)

6 ∥ψ∥2 ∥ψ∥1 для любого ψ ∈ h2.

Поэтому, используя лемму 2 с параметрами p = 2, q = 4, r = 3/2, s = 1 и
лемму 3 при p = 4 из статьи [21], нетрудно получить оценку∥∥|∇ψ|∥∥

L4(S)
6 C1∥ψ∥1/2

2 ∥ψ∥1/2
1 для любого ψ ∈ h2, (3.8)

где константа C1 > 0 не зависит от ψ. Тогда в силу того, что произведение
двух функций с интегрируемым квадратом есть интегрируемая функция (см.,
например, [22; гл. VII, § 2.1, свойство 1]), интегрируема функция |∇θ|2|∇ξ|2.
По неравенству Коши–Буняковского для пространства L2(S) имеем∥∥|∇θ| |∇ξ|∥∥

L2(S)
6
∥∥|∇θ|∥∥

L4(S)

∥∥|∇ξ|∥∥
L4(S)

.

Рассмотрим

∇ψ =
(

0,
√

1− µ2
∂

∂µ
ψ,

1√
1− µ2

∂

∂λ
ψ

)T

, (3.9)

∇⊥ψ =
(

0,
1√

1− µ2

∂

∂λ
ψ,−

√
1− µ2

∂

∂µ
ψ

)T

,

где вектор ∇ψ записан в сферической системе координат (см., например, [5;
§ 1]). В силу неравенства Коши–Буняковского для R3 почти всюду

|J(θ, ξ)| = |⟨∇⊥θ,∇ξ⟩R3 | 6 |∇⊥θ| |∇ξ| = |∇θ| |∇ξ|.

Поэтому в силу свойств интеграла Лебега (см., например, [22; гл. V, § 5.3, свой-
ство 7 и неравенство (12)]) интегрируема функция |J(θ, ξ)|2 и

∥J(θ, ξ)∥L2(S) 6
∥∥|∇θ| |∇ξ|∥∥

L2(S)
6
∥∥|∇θ|∥∥

L4(S)

∥∥|∇ξ|∥∥
L4(S)

. (3.10)

Тогда ввиду свойств функций из L2(S) (см., например, [22; гл. VII, § 2.1, свой-
ство 1]) интегрируема функция J(θ, ξ)χ и по неравенству Коши–Буняковского
для пространства L2(S) имеем

|(J(θ, ξ), χ)| =
∣∣∣∣∫

S

J(θ, ξ)χdS
∣∣∣∣ 6 ∥J(θ, ξ)∥L2(S) ∥χ∥L2(S) = ∥J(θ, ξ)∥L2(S) ∥χ∥0.

Отсюда и из (3.8) и (3.10) сразу следует первое неравенство в лемме.
II. Доказательство аналогично. Необходимо применить по-другому неравен-

ство Коши–Буняковского для пространства L2(S) к |(J(θ, ξ), χ)|:

|(J(θ, ξ), χ)| 6
∥∥|∇θ|∥∥

L4(S)
∥χ∥L4(S)

∥∥|∇ξ|∥∥
L2(S)

,
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и помимо оценки (3.8) использовать аналогичную оценку (доказательство см.,
например, в [23; § 7, лемма 9])

∥ψ∥L4(S) 6 C2∥ψ∥1/2
1 ∥ψ∥1/2

0 для любого ψ ∈ h1, (3.11)

где константа C2 > 0 не зависит от ψ.
III. Поскольку µ ∈ C∞(S), J(µ, θ) = θλ, 0 6 1 − µ2 6 1, то, учитывая (2.3),

(3.9), из свойств функций из L2(S) (см., например, [22; гл. VII, § 2.1, свой-
ство 1]) функция J(µ, θ)ξ интегрируема. Неравенство в лемме сразу следует из
неравенства Коши–Буняковского для пространства L2(S) и из (2.3).

Лемма доказана.

Нетрудно доказать следующую лемму, которая была сформулирована в ра-
боте [24; гл. II, § 1.3, лемма 2.1.4].

Лемма 2. Пусть каждое векторное пространство Vi плотно в банаховом
пространстве Xi при i = 1, 2, . . . , j , Y – банахово пространство, j-линейное
отображение F : V1×V2×· · ·×Vj → Y таково, что для любых v1 ∈ V1 , v2 ∈ V2 ,
. . . , vj ∈ Vj выполнено неравенство

∥F (v1, v2, . . . , vj)∥Y 6 C∥v1∥X1 ∥v2∥X2 · · · ∥vj∥Xj , (3.12)

где C > 0 – константа, не зависящая от vi , i = 1, 2, . . . , j , ∥ · ∥ – норма
в соответствующих пространствах. Тогда отображение F может быть
продолжено единственным образом до непрерывного на пространство X1 ×
X2 × · · · × Xj и (3.12) будет выполнено для любых v1 ∈ X1 , v2 ∈ X2 , . . . ,
vj ∈ Xj .

Лемма 3. Пусть выполнено одно из условий:

θ, ξ ∈ h2, χ ∈ h0; χ, θ ∈ h2, ξ ∈ h0; ξ, χ ∈ h2, θ ∈ h0;

θ, ξ ∈ h1, χ ∈ h2; χ, θ ∈ h1, ξ ∈ h2; ξ, χ ∈ h1, θ ∈ h2.

Тогда якобиан J обладает следующими свойствами:

(J(θ, ξ), χ) = −(J(ξ, θ), χ),
(J(θ, ξ), χ) = (J(χ, θ), ξ) = (J(ξ, χ), θ). (3.13)

Если θ ∈ h2 , ξ ∈ h0 или θ ∈ h1 , ξ ∈ h2 , то

(J(θ, ξ), θ) = 0.

Если θ ∈ h2 , то
(J(θ, µ),∆θ) = 0.

Доказательство. По лемме 2.1, формулам (2.2.8), (2.2.10) из [6; гл. II, § 2]
эти равенства справедливы для функций из класса C∞(S). Из непрерывно-
сти вложений h2 в h1 и h1 в h0, плотности C∞(S) в h0, h1 и h2, леммы 1,
леммы 2 и того, что µ ∈ C∞(S), сразу следуют равенства для θ, ξ, χ из тех
функциональных пространств, которые указаны в условии леммы.

Лемма доказана.
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Лемма 4. Пусть θ ∈ C(0, T ;h0) ∩ L2(0, T ;h1), ξ ∈ C(0, T ;h1) ∩ L2(0, T ;h2).
Тогда имеет место оценка∥∥θ|∇ξ|∥∥

L2([0,T ]×S)
6 C

(
∥θ∥C(0,T ;h0) ∥θ∥L2(0,T ;h1) ∥ξ∥C(0,T ;h1) ∥ξ∥L2(0,T ;h2)

)1/2
,

где константа C > 0 не зависит от θ и ξ .

Доказательство. В силу (3.8), (3.11) выполнены неравенства для почти
всех t ∈ [0, T ]

∥θ(t)∥4L4(S) 6 C∥θ∥2C(0,T ;h0) ∥θ(t)∥
2
h1 ,∥∥|∇ξ(t)|∥∥4

L4(S)
6 C∥ξ∥2C(0,T ;h1) ∥ξ(t)∥

2
h2 ,

где константа C > 0 не зависит от θ и ξ. Ввиду свойств интеграла Лебега (см.,
например, [22; гл. V, § 5.3, свойство 7]) интегрируемы функции ∥θ(t)∥4L4(S) и∥∥|∇ξ(t)|∥∥4

L4(S)
. По теореме Фубини (см., например, [22; гл. V, § 6.4, замечание])∫ T

0

∥θ(t)∥4L4(S) dt = ∥θ∥4L4([0,T ]×S) <∞,∫ T

0

∥∥|∇ξ(t)|∥∥4

L4(S)
dt =

∥∥|∇ξ|∥∥4

L4([0,T ]×S)
<∞.

Поэтому

∥θ∥L4([0,T ]×S) 6 C∥θ∥1/2
C(0,T ;h0) ∥θ∥

1/2
L2(0,T ;h1),∥∥|∇ξ|∥∥

L4([0,T ]×S)
6 C∥ξ∥1/2

C(0,T ;h1) ∥ξ∥
1/2
L2(0,T ;h2).

Ввиду свойств функций из L2([0, T ]×S) (см., например, [22; гл. VII, § 2.1, свой-
ство 1]) интегрируема функция θ2|∇ξ|2, и по неравенству Коши–Буняковского
для пространства L2([0, T ]× S)∥∥θ|∇ξ|∥∥

L2([0,T ]×S)
6 ∥θ∥L4([0,T ]×S)

∥∥|∇ξ|∥∥
L4([0,T ]×S)

.

Отсюда сразу вытекает требуемое неравенство.
Лемма доказана.

Введем одно определение.

Определение 3. Пусть Mi – подмножество, содержащее нулевой элемент,
в нормированном пространстве Xi, i = 1, 2, . . . , j, Y – нормированное простран-
ство. Отображение

Φ: R+ \ {0} ×M1 ×M2 × · · · ×Mj → Y

будем называть равномерно непрерывным по Липшицу на ограниченных под-
множествах, если для любых R0 > 0, R1,R2, . . . ,Rj > 0 и любого r0 > 0,
r0 6 R0, существует константа C = C(r0,R0,R1, . . . ,Rj) > 0 такая, что имеет
место неравенство

∥∥Φ(xI
0, x

I
1, . . . , x

I
j)− Φ(xII

0 , x
II
1 , . . . , x

II
j )
∥∥

Y
6 C

(
|xI

0 − xII
0 |+

j∑
i=1

∥xI
i − xII

i ∥Xi

)
,
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где xI
0, x

II
0 – произвольные вещественные числа из отрезка [r0,R0], xI

i, x
II
i ∈Mi,

∥xI
i∥Xi

, ∥xII
i ∥Xi

6 Ri, i = 1, 2, . . . , j, – произвольные элементы соответствующих
подмножеств, константа C не зависит от (xI

0, x
I
1, . . . , x

I
j) и (xII

0 , x
II
1 , . . . , x

II
j ).

Следующий результат о свойствах решений задачи Коши (3.7) является клю-
чевым для построения решения задачи Коши (1.1), (1.2), (3.1).

Теорема 1. Пусть заданы векторные поля f ∈ L2(0, T ;H−1), z ∈ κT при
некотором T > 0, u0 ∈ H2 . Тогда существует единственное решение задачи
Коши (3.7) на [0, T ]×S для любых ν > 0, γ, ρ, k, k1 > 0. Кроме того, оператор

Φ: R+ \ {0} × (R+)4 × L2(0, T ;H−1)×H2 × κT → ΞT ⊂ κT ,

который каждому вектору (ν, γ, ρ, k, k1, f, u0, z) сопоставляет решение v за-
дачи Коши (3.7) на [0, T ]× S является равномерно непрерывным по Липшицу
на ограниченных подмножествах, если его рассматривать как действующий
в ΞT и как действующий в κT .

Доказательство. Единственность. Пусть существуют два решения vI(t)
и vII(t) задачи Коши (3.7) на [0, T ] × S. Тогда разность w(t) = vI(t) − vII(t)
удовлетворяет следующей задаче Коши:

∂

∂t
A1w + νA2w +A3w +B(vI + z)−B(vII + z) = 0, t > 0, w(0) = 0. (3.14)

Умножая скалярно уравнение в (3.14) на w, получаем в силу (2.1)〈
∂

∂t
A1w,w

〉
+ ν⟨A2w,w⟩+ ⟨A3w,w⟩+

〈
B(vI + z)−B(vII + z), w

〉
= 0.

Отсюда, учитывая, что аналогично доказательству леммы 1.2 из [25; гл. III,
§ 1.4] нетрудно получить равенство〈

∂

∂t
A1w,w

〉
=

1
2
∂

∂t
⟨A1w,w⟩,

имеем в силу (2.1)

1
2
∂

∂t
⟨A1w,w⟩+ ν|∥w|∥22 + ⟨A3w,w⟩ =

〈
B(vII + z)−B(vI + z), w

〉
. (3.15)

Оценим снизу ⟨A3ψ,ψ⟩, ψ ∈ H1. По определению оператора A3, используя
(2.1), (2.2) и учитывая, что ν > 0, γ, ρ, k, k1 > 0, получим

⟨A3ψ,ψ⟩ =
〈(

−k∆ψ1 + 2k∆ψ2

k∆ψ1 − (2k + k1 + νγ)∆ψ2 + ρψ2

)
, ψ

〉
= k∥ψ1∥21 + 2k(∆ψ2, ψ1) + k(∆ψ1, ψ2) + (2k + k1 + νγ)∥ψ2∥21 + ρ∥ψ2∥20
> k∥ψ1∥21 − 3k∥ψ1∥1 ∥ψ2∥1 + 2k∥ψ2∥21.

Из неравенств k > 0 и

a2 − 3ab+ 3b2 > 0, a, b ∈ R,

имеем
⟨A3ψ,ψ⟩ > −k∥ψ2∥21 > −k|∥ψ|∥21 для любого ψ ∈ H1. (3.16)
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Оценим сверху |⟨B(vI + z)−B(vII + z), w⟩|. По определению B(u)∣∣⟨B(vI + z)−B(vII + z), w⟩
∣∣

=
∣∣∣∣〈( J(∆(vI

1 + z1) + 2µ,w1) + J(∆(vI
2 + z2), w2)

J(∆(vI
2 + z2)− γ(vI

2 + z2), w1) + J(∆(vI
1 + z1) + 2µ,w2)

)
−
(

J(∆w1, v
II
1 + z1) + J(∆w2, v

II
2 + z2)

J(∆w2 − γw2, v
II
1 + z1) + J(∆w1, v

II
2 + z2)

)
, w

〉∣∣∣∣
=
∣∣(J(∆(vI

1 + z1) + 2µ,w1), w1) + (J(∆(vI
2 + z2), w2), w1)

+ (J(∆(vI
2 + z2)− γ(vI

2 + z2), w1), w2) + (J(∆(vI
1 + z1) + 2µ,w2), w2)

− (J(∆w1, v
II
1 + z1), w1)− (J(∆w2, v

II
2 + z2), w1)

− (J(∆w2 − γw2, v
II
1 + z1), w2)− (J(∆w1, v

II
2 + z2), w2)

∣∣.
В силу леммы 3 и того, что µ ∈ C∞(S),∣∣⟨B(vI + z)−B(vII + z), w⟩

∣∣
=
∣∣γ(J(vI

2 + z2, w1), w2) + (J(∆w1, v
II
1 + z1), w1) + (J(∆w2, v

II
2 + z2), w1)

+ (J(∆w2, v
II
1 + z1), w2) + (J(∆w1, v

II
2 + z2), w2)

∣∣.
Тогда по лемме 1, п. I, равенству (3.13) и из непрерывности вложения про-
странства h2 в h0 получим∣∣⟨B(vI + z)−B(vII + z), w⟩

∣∣ 6 C1 max
i=I, II

(
|∥vi + z|∥2 |∥vi + z|∥1

)1/2|∥w|∥3/2
2 |∥w|∥1/2

1 ,

где константа C1 > 0 не зависит от vI и vII. Отсюда, используя очевидное
неравенство

a3b 6 a3b+ b3a 6 a4 + b4, a, b > 0,

выводим оценку∣∣⟨B(vI+z)−B(vII+z), w⟩
∣∣ 6 ν|∥w|∥22+C2 max

i=I, II

(
|∥vi+z|∥2 |∥vi+z|∥1

)2|∥w|∥21, (3.17)

где C2 = C4
1/ν

3.
Из (3.15)–(3.17) вытекает оценка

1
2
∂

∂t
⟨A1w,w⟩+ν|∥w|∥22−k|∥w|∥21 6 ν|∥w|∥22+C2 max

i=I, II

(
|∥vi+z|∥2 |∥vi+z|∥1

)2|∥w|∥21.
Тогда

1
2
∂

∂t
⟨A1w,w⟩ 6 C3

(
1 + max

i=I,II

(
|∥vi + z|∥2 |∥vi + z|∥1

)2)|∥w|∥21,
где C3 = max{C2, k}. В силу (2.1), определения операторов A0 и A1, так как
γ > 0, справедливо неравенство

0 6 |∥ψ|∥21 = ⟨A0ψ,ψ⟩ 6 ⟨A1ψ,ψ⟩ для любого ψ ∈ H1. (3.18)

Поэтому

1
2
∂

∂t
⟨A1w,w⟩ 6 C3

(
1 + max

i=I, II

(
|∥vi + z|∥2 |∥vi + z|∥1

)2)⟨A1w,w⟩.

5 Математический сборник, т. 203, вып. 10
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Интегрируя по t последнее неравенство и учитывая, что w(0) = 0, получим〈
A1w(t), w(t)

〉
6
∫ t

0

ψ̃(s)
〈
A1w(s), w(s)

〉
ds,

где
ψ̃(s) = 2C3

(
1 + max

i=I, II

(
|∥vi + z|∥2 |∥vi + z|∥1

)2)
> 0.

Отсюда, домножив на ψ̃(t) exp
(
−
∫ t

0

ψ̃(s) ds
)

левую и правую часть неравен-
ства, имеем

d

dt

(
exp
(
−
∫ t

0

ψ̃(s) ds
)∫ t

0

ψ̃(s)
〈
A1w(s), w(s)

〉
ds

)
= ψ̃(t) exp

(
−
∫ t

0

ψ̃(s) ds
)

×
(〈
A1w(t), w(t)

〉
−
∫ t

0

ψ̃(s)
〈
A1w(s), w(s)

〉
ds

)
6 0. (3.19)

Интегрируя по t, получим

exp
(
−
∫ t

0

ψ̃(s) ds
)∫ t

0

ψ̃(s)
〈
A1w(s), w(s)

〉
ds 6 0 для любого t ∈ [0, T ].

Поэтому ⟨A1w(t), w(t)⟩ = 0 для почти всех t ∈ [0, T ]. Поскольку очевидно, что
оператор A1 положительно определен, то w(t) = 0 для почти всех t ∈ [0, T ].

Единственность доказана.
Существование. Для доказательства существования будем использовать об-

щий подход, называемый методом Галеркина, т.е. построим приближенные ре-
шения задачи Коши (3.7) на [0, T ]×S и покажем, что они имеют предел, кото-
рый удовлетворяет исходной задаче Коши (3.7) на [0, T ] × S. Доказательство
проведем в три этапа. Заметим, что предлагаемая схема является аналогом
схемы доказательства теоремы 2.1.13 в [24] существования решения для урав-
нения Навье–Стокса по переменным x в двумерной ограниченной области или
двумерном торе с условием того, что решение и правая часть системы пред-
ставляют собой бездивергентное векторное поле по переменным x.

Шаг 1: априорная оценка. Пусть v – решение задачи Коши (3.7) на [0, T ]×S.
Вычислим вдоль этой траектории уравнения в (3.7) производную функции
|∥A1v|∥20. В силу (2.1) и леммы 1.2 из [25; гл. III, § 1.4]

1
2
∂

∂t
|∥A1v|∥20 =

〈
∂

∂t
A1v,A1v

〉
=
〈
−νA2v −A3v −B(v + z) + f,A1v

〉
= −ν⟨A2v,A1v⟩ − ⟨A3v,A1v⟩ − ⟨B(v + z), A1v⟩+ ⟨f,A1v⟩. (3.20)

Оценим сверху |⟨B(v + z), A1v⟩|. По определению B(u) и лемме 3∣∣⟨B(v + z), A1v⟩
∣∣

=
∣∣∣∣〈( J(∆(v1 + z1) + 2µ, v1 + z1) + J(∆(v2 + z2), v2 + z2)

J(∆(v2 + z2)− γ(v2 + z2), v1 + z1) +J(∆(v1 + z1) + 2µ, v2 + z2)

)
, A1v

〉∣∣∣∣
=
∣∣−(J(∆z1, v1 + z1),∆v1)− 2(J(µ, z1),∆v1)− (J(∆z2, v2 + z2),∆v1)

− (J(∆z2 − γ(v2 + z2), v1 + z1),∆v2)− (J(∆z1, v2 + z2),∆v2)
− 2(J(µ, z2),∆v2) + γ(J(∆(v2 + z2)− γz2, v1 + z1), v2)

+ γ(J(∆(v1 + z1), z2), v2) + 2γ(J(µ, z2), v2)
∣∣.



О КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОДНОЙ СТОХАСТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 131

Отсюда по лемме 1, пп. II и III, равенству (3.13) и ввиду непрерывности вло-
жения h2 в h0 получим∣∣⟨B(v + z), A1v⟩

∣∣ 6 C4

(
(|∥z|∥3 |∥z|∥2 |∥v|∥2 |∥v|∥1)1/2|∥v|∥3

+ |∥z|∥2(|∥z|∥3 |∥z|∥1)1/2|∥v|∥3 + |∥z|∥1 |∥v|∥2
)
.

Везде ниже в шаге 1 считаем, что Ci > 0, i > 4, – константы, не зависящие от
ψ ∈ H1 (если в оценке участвует это векторное поле), v, z. Тогда из непрерыв-
ности вложения h2 в h1 и очевидного неравенства

ab 6
1
2
(a2 + b2), a, b ∈ R, (3.21)

вытекает∣∣⟨B(v+ z), A1v⟩
∣∣ 6 ν

4
|∥v|∥23 +

(
1 +C5|∥z|∥3 |∥z|∥2

)
|∥v|∥22 +C5

(
|∥z|∥3 |∥z|∥32 + |∥z|∥21

)
.

(3.22)
Из (2.1) и (3.18) имеем

⟨A2v,A1v⟩ = ⟨A1A0v,A0v⟩ > |∥A0v|∥21 = |∥v|∥23. (3.23)

Ввиду (2.1), непрерывности вложения h2 в h0, h1, оценки (3.16) и неравенств
ν > 0, γ, ρ, k, k1 > 0

⟨A3v,A1v⟩ = ⟨A3A
1/2
0 v,A

1/2
0 v⟩+ γ

(
k⟨∆v1, v2⟩+ (2k + k1 + νγ)∥v2∥21 + ρ∥v2∥20

)
> −C6|∥v|∥22. (3.24)

Тогда из (2.2), (3.20) и (3.22) получим

1
2
∂

∂t
|∥A1v|∥20 6 −3ν

4
|∥v|∥23 +

(
1 + C6 + C5|∥z|∥3 |∥z|∥2

)
|∥v|∥22

+ C5

(
|∥z|∥3 |∥z|∥32 + |∥z|∥21

)
+ |∥f |∥−1|∥A1v|∥1.

Поскольку γ > 0, то
|∥v|∥22 6 |∥A1v|∥20. (3.25)

В силу (2.1) и непрерывности вложения h3 в h1, h2

|∥v|∥23 6 |∥A1v|∥21 = ⟨A2
1v,A0v⟩ = |∥v|∥23 + 2γ∥v2∥22 + γ2∥v2∥21 6 C7|∥v|∥23. (3.26)

Поэтому ввиду (3.21)

∂

∂t
|∥A1v|∥20 6 −ν|∥v|∥23 + 2

(
1 + C6 + C5|∥z|∥3 |∥z|∥2

)
|∥A1v|∥20

+ 2C5

(
|∥z|∥3 |∥z|∥32 + |∥z|∥21

)
+

2C7

ν
|∥f |∥2−1.

Тогда
∂

∂t
|∥A1v|∥20 − ψ̃(t)|∥A1v|∥20 + ν|∥v|∥23 6 θ̃(t), (3.27)

где

ψ̃(t) = 2
(
1 + C6 + C5|∥z|∥3 |∥z|∥2

)
> 0,

θ̃(t) = 2C5

(
|∥z|∥3 |∥z|∥32 + |∥z|∥21

)
+

2C7

ν
|∥f |∥2−1.

5*
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Интегрируя неравенство (3.27) по t, получим

|∥A1v(t)|∥20 − |∥A1v(0)|∥20 −
∫ t

0

ψ̃(s)|∥A1v(s)|∥20 ds+ ν

∫ t

0

|∥v(s)|∥23 ds 6
∫ t

0

θ̃(s) ds.

(3.28)
Отсюда, домножив на ψ̃(t) exp

(
−
∫ t

0

ψ̃(s) ds
)

левую и правую часть неравен-

ства, используя (3.19) с заменой ⟨A1w,w⟩ на |∥A1v|∥20, имеем

d

dt

(
exp
(
−
∫ t

0

ψ̃(s) ds
)∫ t

0

ψ̃(s)|∥A1v(s)|∥20 ds
)

6 ψ̃(t) exp
(
−
∫ t

0

ψ̃(s) ds
)(

|∥A1v(0)|∥20 +
∫ t

0

θ̃(s) ds− ν

∫ t

0

|∥v(s)|∥23 ds
)
.

Проинтегрируем по t и домножим неравенство на exp
(∫ t

0

ψ̃(s) ds
)

:

∫ t

0

ψ̃(s)|∥A1v(s)|∥20 ds 6
∫ t

0

ψ̃(ξ) exp
(∫ t

ξ

ψ̃(s) ds
)(

|∥A1v(0)|∥20 +
∫ ξ

0

θ̃(s) ds
)
dξ.

Тогда из (3.28) выводим для любого t ∈ [0, T ]

|∥A1v(t)|∥20 + ν

∫ t

0

|∥v(s)|∥23 ds 6 |∥A1v(0)|∥20 +
∫ t

0

θ̃(s) ds

+
∫ t

0

ψ̃(ξ) exp
(∫ t

ξ

ψ̃(s) ds
)(

|∥A1v(0)|∥20 +
∫ ξ

0

θ̃(s) ds
)
dξ.

Нетрудно показать, что∫ t

0

ψ̃(ξ) exp
(∫ t

ξ

ψ̃(s) ds
)
dξ = exp

(∫ t

0

ψ̃(s) ds
)
− 1.

Поэтому в силу (3.25) и того, что v(0) = u0 и ψ̃(t) > 0, θ̃(t) > 0, t ∈ [0, T ],

|∥v(t)|∥22 +ν
∫ t

0

|∥v(s)|∥23 ds 6

(
|∥A1u0|∥20 +

∫ T

0

θ̃(s) ds
)

exp
(∫ T

0

ψ̃(s) ds
)
. (3.29)

Следовательно, ввиду условий теоремы на u0, z, f и непрерывности вложе-
ния ΞT в C(0, T ;H2)

∥v∥C(0,T ;H2), ∥v∥L2(0,T ;H3) 6 C̃1(u0, z, f) <∞, (3.30)

где C̃1(u0, z, f) > 0 – константа, зависящая от u0, z, f и не зависящая от v.
Для получения оценки сверху на ∥ ∂

∂tv∥L2(0,T ;H1) вначале получим оценки
сверху на ∥B(v + z)∥L2(0,T ;H−1) и ∥νA2v +A3v∥L2(0,T ;H−1).

Поскольку для любого ψ ∈ H1 в силу леммы 1, п. II, непрерывности вложе-
ний h3 в h1 и h2 в h0, определения B(u), так как µ ∈ C∞(S),

|⟨B(v+ z), ψ⟩| 6 C8

(
|∥v+ z|∥2 |∥v+ z|∥1(C8 + |∥v+ z|∥3)(C8 + |∥v+ z|∥2)

)1/2|∥ψ|∥1,
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то по лемме 1.5 из [6; гл. I, § 3] и непрерывности вложений h3 в h2 и h2 в h1

∥B(v + z)∥2L2(0,T ;H−1) 6 C9

∫ T

0

|∥v(t) + z(t)|∥22
(
C9 + |∥v(t) + z(t)|∥23

)
dt.

Отсюда ввиду (3.30), непрерывности вложения h2 в h1 и того, что z ∈ κT ,

∥B(v + z)∥L2(0,T ;H−1) 6 C̃2(u0, z, f) <∞, (3.31)

где C̃2(u0, z, f) > 0 – константа, зависящая от u0, z, f и не зависящая от v.
Из (2.1) и непрерывности вложений h1 в h0, h3 в h0, h1, h2 для любого ψ ∈ H1

имеем∣∣⟨νA2v +A3v, ψ⟩
∣∣ = ∣∣ν⟨A3/2

0 v,A
1/2
0 ψ⟩+ ⟨A3v, ψ⟩

∣∣
6 ν|∥v|∥3 |∥ψ|∥1 + |∥A3v|∥0 |∥ψ|∥0 6 C10|∥v|∥3 |∥ψ|∥1.

Поэтому в силу оценки (3.30) и по лемме 1.5 из [6; гл. I, § 3]

∥νA2v +A3v∥L2(0,T ;H−1) 6 C10∥v∥L2(0,T ;H3) 6 C10C̃1(u0, z, f) <∞. (3.32)

Поскольку v – решение уравнения из (3.7), то из (3.31) и (3.32) получим∥∥∥∥ ∂∂tA1v

∥∥∥∥
L2(0,T ;H−1)

6 C10C̃1(u0, z, f)+C̃2(u0, z, f)+∥f∥L2(0,T ;H−1) = C̃3(u0, z, f).

Тогда ввиду перестановочности производных в смысле распределений (см., на-
пример, [26; § 1.2, замечание 1, и § 3.6] и [6; гл. I, § 3])∥∥∥∥ ∂∂tv

∥∥∥∥
L2(0,T ;H1)

6 C̃3(u0, z, f).

Следовательно,
∥v∥ΞT

6 C̃4(u0, z, f), (3.33)

C̃4(u0, z, f) = max{C̃1(u0, z, f), C̃3(u0, z, f)}.
Шаг 2: приближенные решения. Обозначим через HN линейную оболочку

множества {En
m}

16n6N
16m64n+2 собственных векторных полей оператора A0 и через

PN : H−1 → HN – ортогональный проектор на множество HN (определение и
свойства ортогонального проектора см., например, в [23; § 6] и [27; гл. VII, § 2]).

Определим приближенное решение следующим образом. Подействовав фор-
мально оператором PN на уравнение в (3.7), получим

PN
∂

∂t
A1v + νPNA2v + PNA3v + PNB(v + z) = PNf, t > 0.

Очевидно, что векторное поле v ∈ HN удовлетворяет этому уравнению тогда и
только тогда, когда

∂

∂t
A1v + νA2v +A3v + PNB(v + z) = PNf, t > 0. (3.34)

Уравнение дополним начальным условием

v(0) = PNu0. (3.35)
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Будем считать v решением задачи Коши (3.34), (3.35), если v ∈ C(0, T ;HN ),
∂
∂tv ∈ L2(0, T ;HN ), выполнено (3.35) и уравнение (3.34) имеет место в про-
странстве L2(0, T ;HN ).

Пусть существует единственное решение v = vN задачи Коши (3.34), (3.35).
Вычислим производную функции |∥A1vN |∥20 вдоль траектории (3.34), (3.35). В
силу леммы 1.2 из [25; гл. III, § 1.4] и (2.1)

1
2
∂

∂t
|∥A1vN |∥20 =

〈
∂

∂t
A1vN , A1vN

〉
= ⟨−νA2vN −A3vN − PNB(vN + z) + PNf,A1vN ⟩
= ⟨−νA2vN −A3vN −B(vN + z) + f,A1vN ⟩.

Тогда, повторяя рассуждения шага 1, учитывая небольшие отличия в силу
того, что vN удовлетворяет задаче Коши (3.34), (3.35) с PN , используя свойства
ортогонального проектора, получим, что выполнена оценка (3.30)

∥vN∥C(0,T ;H2) 6 C̃1(u0, z, f) (3.36)

и оценка (3.33)
∥vN∥ΞT

6 C̃4(u0, z, f). (3.37)

Из задачи Коши (3.34), (3.35) следует, что ее решение сводится к решению за-
дачи Коши для нелинейной системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений первого порядка

d

dt
y = ϑ(t, y), y = (y1, y2, . . . , y2N(N+2))T,

где 2N(N + 2) – размерность HN , векторное поле ϑ(t, ·) = (ϑ1(t, ·), ϑ2(t, ·), . . . ,
ϑ2N(N+2)(t, ·))T удовлетворяет условиям Каратеодори из [28; гл. I, § 1.1] и усло-
вию (6) теоремы 2 из [28; гл. I, § 1.2] в силу (3.36) и так как z ∈ κT , f ∈
L2(0, T ;H−1). Ввиду (3.36) имеет место априорная оценка ∥y∥C(0,T ;R2N(N+2)) 6
C11, где C11 > 0 – константа. Тогда в силу теорем 1, 2 из [28; гл. I, § 1.2] и
теоремы 4 из [28; гл. I, § 1.3] (общей теории уравнений Каратеодори – обык-
новенных дифференциальных уравнений с разрывной правой частью) следу-
ет, что эта задача Коши однозначно разрешима на интервале [0, T ], причем
y ∈ C(0, T ; R2N(N+2)) и ∂

∂ty ∈ L2(0, T ; R2N(N+2)). Поэтому задача Коши (3.34),
(3.35) однозначно разрешима, v = vN на интервале [0, T ], уравнение (3.34) име-
ет место в пространстве L2(0, T ;HN ) и vN ∈ C(0, T ;HN ), ∂

∂tvN ∈ L2(0, T ;HN ).
Из (3.37) следует, что последовательность {vN}∞N=1 ограничена в ΞT .
Шаг 3: предельный переход. Поскольку замкнутый шар в гильбертовом

пространстве слабо компактен (см., например, учитывая рефлексивность гиль-
бертова пространства, [22; гл. IV, § 3.3, замечание, и § 3.4, теорема 5]), линейные
операторы

ΞT → L2(0, T ;H−1), ψ 7→ ∂

∂t
A1ψ; ΞT → L2(0, T ;H1), ψ 7→ ∂

∂t
ψ;

ΞT → L2(0, T ;H−1), ψ 7→ A2
0ψ; ΞT → L2(0, T ;H3), ψ 7→ ψ;

ограничены, ΞT компактно вложено в L2(0, T ;H2) (см., например, [15; гл. I,
§ 5.2, теорема 5.1]), оператор обобщенного дифференцирования слабо замкнут
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(см., например, [29; § 5, теорема 1]), то ввиду [22; гл. II, § 2.1, § 2.2, теорема 2,
§ 6.1, теорема 2] и того, что из последовательности, сходящейся в среднем, мож-
но извлечь подпоследовательность, сходящуюся почти всюду (см., например,
[22; гл. VII, § 2.5, свойство 4]), вложения h2 в h1, h0 непрерывны и имеет ме-
сто (2.3), из ограниченной последовательности {vN}∞N=1 в ΞT можно выделить
подпоследовательность такую, что при i→∞

vNi
⇀ v слабо в ΞT ,

∂

∂t
A1vNi ⇀

∂

∂t
A1v, A2

0vNi ⇀ A2
0v слабо в L2(0, T ;H−1), (3.38)

A3vNi
⇀ A3v слабо в L2(0, T ;H1), (3.39)

vNi
→ v сильно в L2(0, T ;H2),

vNi
→ v, ∇vNi

→ ∇v, ∆vNi
→ ∆v почти всюду,

(3.40)

∂

∂t
vNi

⇀
∂

∂t
v слабо в L2(0, T ;H1), vNi

⇀ v слабо в L2(0, T ;H3).

(3.41)

Заметим, что из непрерывности вложений ΞT в C(0, T ;H2), h3 в h2, h2 в h1, h0,
леммы 4, равенства (3.13), сходимости почти всюду в (3.40), леммы 1.3 из [15;
гл. I, § 1.4] и того, что z ∈ κT , vNi

, v ∈ ΞT , следует

B(vNi
+ z) ⇀ B(v + z) слабо в L2(0, T ;H−1). (3.42)

Пусть j > 1 такое, что Ni > j. Подействуем оператором Pj на уравнение
(3.34) при N = Ni. Ввиду PjPNi = Pj имеем

Pj
∂

∂t
A1vNi

+ νPjA2vNi
+ PjA3vNi

+ PjB(vNi
+ z) = Pjf, t > 0.

Тогда в силу (3.38)–(3.40), (3.42) получим

Pj
∂

∂t
A1v + νPjA2v + PjA3v + PjB(v + z) = Pjf, t > 0,

где равенство имеет место в пространстве L2(0, T ;H−1). Так как j – произ-
вольно, то в L2(0, T ;H−1)

∂

∂t
A1v + νA2v +A3v +B(v + z) = f, t > 0.

Пусть ψ – произвольная бесконечно дифференцируемая функция из [0, T ]
в H−1 такая, что ψ(T ) = 0. По формуле интегрирования по частям (ее дока-
зательство легко получить, используя свойство (1.71) из [25; гл. III, § 1.4] при
u = A1v) в силу непрерывности вложения ΞT в C(0, T ;H2) имеем∫ T

0

〈
∂

∂t
v, ψ

〉
dt = −⟨v(0), ψ(0)⟩ −

∫ T

0

〈
v,
∂

∂t
ψ

〉
dt, (3.43)

и, учитывая (3.35),∫ T

0

〈
∂

∂t
vNi

, ψ

〉
dt = −⟨PNi

u0, ψ(0)⟩ −
∫ T

0

〈
vNi

,
∂

∂t
ψ

〉
dt.
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Поскольку PNi
u0 → u0 сильно в H2, то PNi

u0 → u0 слабо в H2. Поэтому,
переходя в последнем равенстве к пределу, получим в силу (3.41)∫ T

0

〈
∂

∂t
v, ψ

〉
dt = −⟨u0, ψ(0)⟩ −

∫ T

0

〈
v,
∂

∂t
ψ

〉
dt. (3.44)

Тогда из (3.43) и (3.44) следует, что

⟨u0, ψ(0)⟩ = ⟨v(0), ψ(0)⟩

Ввиду произвольности ψ(0) выводим v(0, x) = u0(x) для почти всех x ∈ S.
Существование решения доказано.
Φ равномерно непрерывен по Липшицу на ограниченных подмножествах.

В определении 3 в нашем случае j = 7. Пусть vI = Φ(νI, γI, ρI, kI, kI
1, f

I, uI
0, z

I),
vII = Φ(νII, γII, ρII, kII, kII

1 , f
II, uII

0 , z
II), w = vI − vII. Тогда w удовлетворяет

следующей задаче Коши:

∂

∂t
AI

1w + νIA2w +AI
3w +BI(vI + zI)−BI(vII + zII)

= f I − f II − ∂

∂t
(AI

1 −AII
1 )vII − (νI − νII)A2v

II − (AI
3 −AII

3 )vII

−
(
BI(vII + zII)−BII(vII + zII)

)
, t > 0, w(0) = uI

0 − uII
0 ,

где AI
1, AII

1 – операторы A1 с параметрами соответственно γI, γII; AI
3, AII

3 – опе-
раторы A3 с параметрами соответственно (νI, γI, ρI, kI, kI

1) и (νII, γII, ρII, kII, kII
1 );

BI(u), BII(u) – операторы B(u) с параметрами соответственно γI, γII. В си-
лу оценок (3.29) и (3.33) maxq=I,II ∥vq∥C(0,T ;H2), maxq=I,II ∥vq∥ΞT

будут огра-
ничены константой, зависящей от r0, Ri, i = 0, 1, . . . , 7, и не зависящей от
(νI, γI, ρI, kI, kI

1, f
I, uI

0, z
I), (νII, γII, ρII, kII, kII

1 , f
II, uII

0 , z
II). Учитывая этот факт,

нетрудно получить аналог неравенства (3.29) для w и, следовательно, неравен-
ство в определении 3 для ∥w∥κT

, оценив параметры, где это необходимо, через
r0, Ri, i = 0, 1, . . . , 7, а затем, действуя аналогично получению неравенства
(3.33), вывести неравенство в определении 3 для ∥w∥ΞT

.
Равномерная непрерывность Φ по Липшицу на ограниченных подмноже-

ствах доказана.
Теорема доказана.

Замечание 1. Очевидно, что единственность в теореме 1 доказана в более
широком классе, когда z ∈ C(0, T ;H1) ∩ L2(0, T ;H2), v ∈ L2(0, T ;H2), ∂

∂tv ∈
L2(0, T ;H0) и уравнение в (3.7) имеет место в пространстве L2(0, T ;H−2).

Замечание 2. Если в условии теоремы 1 z ≡ 0, то мы получаем теорему
существования единственного решения задачи Коши для нестохастической си-
стемы (1.1) с детерминированными начальными данными u0 ∈ H2 и правой
частью из класса g ∈ L2(0, T ;H−1). Этот результат отличается от результата
В. Н. Крупчатникова из [1] тем, что правая часть системы в [1] не зависит от t
и принадлежит более узкому классу g ∈ H−1. Дополнительно к результату
в [1] в теореме 1 доказана равномерная непрерывность по Липшицу на огра-
ниченных подмножествах оператора, сопоставляющего множеству входящих
в задачу параметров решение задачи Коши (3.7), z ≡ 0. Таким образом, по-
лучена оценка непрерывной зависимости решения детерминированной задачи
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Коши от совокупности параметров (ν, γ, ρ, k, k1), начальных данных и правой
части на конечном отрезке изменения переменной t.

Ниже приводится доказательство предложения 1, формулировка которого
была приведена в начале § 3.

Доказательство. Единственность. Доказательство единственности пол-
ностью аналогично доказательству единственности в теореме 1, но при этом
необходимо оценивать не дифференциальное уравнение, а интегральное в силу
определения решения.

Существование. Вначале докажем существование решения системы

∂

∂t
A1ẑ + νA2ẑ +A3ẑ + C1A1ẑ = exp(−C1t)η, t > 0, (3.45)

где C1 – константа C6 из оценки (3.24) (рассматриваем случай, когда C1 > 0),
с начальным условием ẑ(0) = 0. Будем считать, что определение решения
этой системы аналогично определению решения системы (1.1), (1.2), при этом
вместо (3.3) будем иметь

A1ẑ(t) +
∫ t

0

(
νA2ẑ(s) +A3ẑ(s) + C1A1ẑ(s)

)
ds = A1ẑ(0) + exp(−C1t)ζ(t)

+ C1

∫ t

0

exp(−C1s)ζ(s) ds, t > 0. (3.46)

Заметим, что единственность решения системы (3.45) доказывается полностью
аналогично доказательству единственности в теореме 1, но при этом необходи-
мо оценивать не дифференциальное уравнение, а интегральное в силу опреде-
ления решения.

Схема доказательства существования решения системы (3.45) с начальным
условием ẑ(0) = 0 аналогична решению упражнения 2.4.4 из работы [24], где до-
казывается существование решения для системы, похожей на систему (3.45), по
переменным x в двумерной ограниченной области или двумерном торе с усло-
вием того, что решение и правая часть системы представляют собой бездивер-
гентное векторное поле по переменным x.

Рассмотрим N -мерное линейное стохастическое уравнение

∂

∂t
A1zN + νA2zN +A3zN + C1A1zN = exp(−C1t)

∂

∂t
PNζN , t > 0, (3.47)

где ζN =
∑2N(N+2)

i=1 biβiEi, zN ∈ HN . В силу хорошо известных результа-
тов о существовании и единственности стохастических линейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений (см., например, [16; гл. VIII]) уравнение
(3.47) имеет единственное решение, которое удовлетворяет начальному усло-
вию zN (0) = 0, непрерывно по t и согласовано с фильтрацией Ft. Докажем, что
существует подпоследовательность последовательности решений (3.47) с нуле-
вым начальным условием {zN}∞N=1, которая сходится к ẑ в пространстве κT при
любом T > 0 почти наверное. Для этого вначале получим априорную оценку
на zN при помощи формулы Ито и моментного неравенства Дуба, затем, ис-
пользуя похожую технику, докажем, что zN − zM сходится к нулю в полном
пространстве L2(Ω; κT ) и предельная функция удовлетворяет (3.46).
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Шаг 1: априорная оценка. В силу формулы Ито (см., например, [30; гл. IV])
получим

|∥A1zN (t)|∥20 =
∫ t

0

−2⟨νA2zN +A3zN + C1A1zN , A1zN ⟩ ds

+
1− exp(−2C1t)

2C1

2N(N+2)∑
i=1

b2i |∥PNEi|∥20 + 2
∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zN , dζN ⟩.

(3.48)

Взяв от обеих частей равенства математическое ожидание, ввиду (3.23), (3.24),
(3.25) и того, что {bi}∞i=1 ∈ l

+
2 , имеем

sup
t∈[0,T ]

E|∥A1zN |∥20 + 2νE
∫ T

0

|∥zN |∥23 ds 6 C2, N = 1, 2, . . . . (3.49)

Везде ниже в шаге 1 считаем, что Ci > 0, i > 2, – константы, не зависящие
от zN .

В силу леммы 2 из [16; гл. IV, § 4] при h(t) = |t|, [31; гл. II, § 1], определения
14 из [16; гл. I, § 22] и упражнения 28 к [16; гл. I], непрерывности вложения h1

в h0, оценок (3.26) и (3.49) существует модификация случайного процесса∣∣∣∣∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zN , Ei⟩ dβi

∣∣∣∣,
которая является непрерывным субмартингалом, i = 1, 2, . . . , 2N(N + 2). То-
гда из моментного неравенства Дуба для непрерывных справа субмартинга-
лов (см., например, [18; гл. II, § 5, и гл. IV, § 7, теорема 4.7.2]) и неравенства
Коши–Буняковского для пространства R2N(N+2) вытекает

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zN , dζN ⟩
∣∣∣∣

6
2N(N+2)∑

i=1

biE sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zN , Ei⟩ dβi

∣∣∣∣
6

(2N(N+2)∑
i=1

b2i

)1/2(2N(N+2)∑
i=1

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zN , Ei⟩ dβi

∣∣∣∣2)1/2

6 2
(
b

2N(N+2)∑
i=1

sup
t∈[0,T ]

E

∣∣∣∣∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zN , Ei⟩ dβi

∣∣∣∣2)1/2

,

где b = ∥{bi}∞i=1∥l2 . Ввиду неравенства Бесселя, непрерывности вложения h1

в h0 и изометрии Ито (см., например, [31; гл. II, § 1, предложение 1.1, (II),
формула (1.12)]) имеем

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zN , dζN ⟩
∣∣∣∣

6 2
(
b

2N(N+2)∑
i=1

sup
t∈[0,T ]

E

∫ t

0

exp(−2C1s)⟨A1zN , Ei⟩2 ds
)1/2
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6 2
(
b

2N(N+2)∑
i=1

E

∫ T

0

⟨A1zN , Ei⟩2 ds
)1/2

= 2
(
bE

∫ T

0

2N(N+2)∑
i=1

⟨A1zN , Ei⟩2 ds
)1/2

6 2
(
bE

∫ T

0

|∥A1zN |∥20 ds
)1/2

6 C3

(
bE

∫ T

0

|∥A1zN |∥21 ds
)1/2

.

Отсюда и из (3.26), (3.49) получим

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zN , dζN ⟩
∣∣∣∣ 6 C4. (3.50)

В силу (3.23)–(3.25), (3.48)–(3.50) имеем

E sup
t∈[0,T ]

|∥A1zN (t)|∥20 6 C2 + 2C4. (3.51)

Следовательно, из (3.25) и (3.49) вытекает априорная оценка

∥zN (t)∥2L2(Ω;κT ) = E sup
t∈[0,T ]

|∥zN (t)|∥22 + E

∫ T

0

|∥zN |∥23 ds 6 C2 + 2C4 +
1
2ν
C2.

Шаг 2: сходимость. Докажем, что существует подпоследовательность по-
следовательности {zN}∞N=1, сходящаяся в пространстве κT почти наверное, и
предельная функция совпадает с ẑ.

Рассмотрим разность zMN = zN − zM , M < N . Очевидно, что zMN (0) = 0.
В силу свойств ортогонального проектора PNPM = PM и P 2

N = PN (см., на-
пример, [27; гл. VII, § 2]) получим

∂

∂t
A1zMN + νA2zMN +A3zMN + C1A1zMN = exp(−C1t)

∂

∂t
PNζMN , t > 0,

где

ζMN =
2M(M+2)∑

i=1

biβi(PN − PM )Ei +
2N(N+2)∑

i=2M(M+2)+1

biβiPNEi.

Ввиду формулы Ито (см., например, [30; гл. IV])

|∥A1zMN (t)|∥20 =
∫ t

0

−2⟨νA2zMN +A3zMN + C1A1zMN , A1zMN ⟩ ds

+
1− exp(−2C1t)

2C1
FMN + 2

∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zMN , dζMN ⟩, (3.52)

где

FMN =
2M(M+2)∑

i=1

b2i |∥(PN − PM )Ei|∥20 +
2N(N+2)∑

i=2M(M+2)+1

b2i |∥PNEi|∥20.

Взяв от обеих частей равенства математическое ожидание в (3.52), из (3.23),
(3.24) и (3.25) имеем

sup
t∈[0,T ]

E|∥A1zMN |∥20+2νE
∫ T

0

|∥zMN |∥23 ds 6
1

2C1
FMN , N = 1, 2, . . . , M < N.

(3.53)
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Действуя аналогично получению оценки (3.51), выводим

E sup
t∈[0,T ]

|∥A1zMN |∥20 6
1

2C1
FMN + 2E sup

t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zMN , dζMN ⟩
∣∣∣∣.

(3.54)
Заметим, что FMN → 0 при M,N →∞. Поэтому нетрудно показать, действуя
аналогично получению оценки (3.50), что

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

exp(−C1s)⟨A1zMN , dζMN ⟩
∣∣∣∣→ 0 при M,N →∞.

Тогда из (3.25), (3.53) и (3.54) вытекает

E sup
t∈[0,T ]

|∥zMN (t)|∥22 + E

∫ T

0

|∥zMN |∥23 ds→ 0 при M,N →∞.

Поэтому фундаментальная последовательность {zN}∞N=1 сходится к некоторой
предельной функции z в полном пространстве L2(Ω; κT ). Отсюда следует, что
существует подпоследовательность {zNj

}∞j=1, которая сходится к z в простран-
стве κT почти наверное (см., например, [17; гл. II, § 10, п. 4, теорема 2, фор-
мула (12), и п. 5, теорема 5]). Ввиду того, что T > 0 любое, z ∈ κ почти
наверное.

Поскольку по формуле интегрирования по частям (см., например, [30; гл. IV,
§ 1, теорема 4.1.5])∫ t

0

exp(−C1s) dPNjζNj (s) = exp(−C1t)PNjζNj (t)+C1

∫ t

0

exp(−C1s)PNjζNj (s) ds,

то в силу (3.47) zNj удовлетворяет уравнению

A1zNj
(t) +

∫ t

0

(
νA2zNj

(s) +A3zNj
(s) + C1A1zNj

(s)
)
ds = exp(−C1t)PNj

ζNj
(t)

+ C1

∫ t

0

exp(−C1s)PNj
ζNj

(s) ds, 0 6 t 6 T,

где равенство имеет место в пространстве C(0, T ;H−1) для почти всех ω ∈ Ω.
Переходя к пределу по норме пространства C(0, T ;H−1) при j →∞ в этом ра-
венстве, учитывая, что T > 0 любое, получим, что z удовлетворяет уравнению
(3.46) в пространстве C(R+;H−1) для любого t > 0 почти наверное. Ввиду
того, что все множества P -меры нуль σ-алгебры F содержатся в F0 и случай-
ный процесс zNj (t), t > 0, согласован с фильтрацией {Ft}t>0, j = 1, 2, . . . , по
лемме 6 из [16; гл. I, § 5] и [16; гл. I, § 4] следует, что случайный процесс z(t),
t > 0, согласован с фильтрацией {Ft}t>0. Тогда в силу единственности решения
системы (3.45) z(t) = ẑ(t) для любого t > 0 с вероятностью 1.

Существование решения системы (3.45) доказано. Заметим, что в случае, ко-
гда C1 = 0, легко получить из представленного доказательства существование
решения системы (3.45) и, следовательно, (3.4).

Пусть C1 > 0. Поскольку в силу формулы Ито (см., например, [30; гл. IV])

∂

∂t
A1(exp(C1t)zNj

) = C1 exp(C1t)A1zNj
+ exp(C1t)

∂

∂t
A1zNj

,
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то ввиду (3.47)

∂

∂t
A1

(
exp(C1t)zNj

)
+ (νA2 +A3)

(
exp(C1t)zNj

)
=

∂

∂t
PNj

ζNj
, t > 0.

Тогда при 0 6 t 6 T

A1

(
exp(C1t)zNj

(t)
)

+
∫ t

0

(νA2 +A3)
(
exp(C1s)zNj

(s)
)
ds = PNj

ζNj
(t),

где равенство имеет место в пространстве C(0, T ;H−1) для почти всех ω ∈ Ω.
Переходя к пределу при j → ∞ в этом равенстве, получим, что exp(C1t)ẑ
удовлетворяет равенству (3.5) для почти всех ω ∈ Ω. Следовательно, в силу
единственности решения системы (3.4) z(t) = exp(C1t)ẑ(t) для любого t > 0
с вероятностью 1.

Существование решения системы (3.4) с начальным условием z(0) = 0 дока-
зано.

Предложение доказано.

В следующей теореме доказывается результат о существовании единствен-
ного решения задачи Коши (1.1), (1.2), (3.1), а также доказывается оценка
непрерывной зависимости этого решения от совокупности случайных началь-
ных данных и внешней силы на конечном отрезке изменения переменной t.

Теорема 2. I. Для любых ν > 0, γ, ρ, k, k1 > 0, {bi}∞i=1 ∈ l+2 , случайно-
го векторного поля f(t), t > 0, согласованного с фильтрацией {Ft}t>0 , f ∈
L2,loc(R+;H−1) почти наверное, и F0-измеримого случайного векторного поля
u0 , u0 ∈ H2 почти наверное, система (1.1), (1.2) имеет решение u(t), t > 0,
удовлетворяющее начальному условию (3.1) почти наверное.

II. Это решение единственно, т.е. если ũ(t) – другое решение системы
(1.1), (1.2), удовлетворяющее начальному условию (3.1) почти наверное, то
u(t) = ũ(t) для любого t > 0 с вероятностью 1.

Обозначим через Mf множество случайных векторных полей, определен-
ных при t > 0, согласованных с {Ft}t>0 , принадлежащих почти наверное про-
странству L2,loc(R+;H−1), и через Mu0 множество F0-измеримых случайных
векторных полей, принадлежащих почти наверное пространству H2 . Пусть
u(t, x, ω, f, u0) – решение задачи Коши (1.1), (1.2), (3.1) со случайными внешней
силой f и начальным данным u0 .

III. Для любых T > 0 и случайных величин R1(ω),R2(ω) > 0 существу-
ет такая случайная величина C(ω, T,R1(ω),R2(ω)) > 0, что почти наверное
имеет место оценка

∥u(t, x, ω, f I, uI
0)− u(t, x, ω, f II, uII

0 )∥κT

6 C(ω)
(
∥f I(t, x, ω)− f II(t, x, ω)∥L2(0,T ;H−1) + |∥uI

0(x, ω)− uII
0 (x, ω)|∥2

)
,

где f I, f II ∈Mf , ∥f I∥L2(0,T ;H−1), ∥f II∥L2(0,T ;H−1) 6 R1 почти наверное, uI
0, u

II
0 ∈

Mu0 , |∥uI
0|∥2 , |∥uII

0 |∥2 6 R2 почти наверное – произвольные элементы соответ-
ствующих множеств, C не зависит от f I , f II , uI

0 , uII
0 .
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Доказательство. I. Схема доказательства существования аналогична схе-
ме доказательства теоремы 2.4.6 из работы [24], где доказывается существова-
ние решения для уравнения Навье–Стокса с правой частью (1.2) по перемен-
ным x в двумерной ограниченной области или двумерном торе с условием того,
что решение и правая часть системы представляют собой бездивергентное век-
торное поле по переменным x.

Пусть z(t) – решение системы (3.4) с начальным условием z(0) = 0 (см. пред-
ложение 1). Определим v ∈ κ на Ω следующим образом: v(t) – решение задачи
Коши (3.7) (см. теорему 1) для ω ∈ Ω∗, где Ω∗ определено в (3.6), и v(t) ≡ 0
для ω ∈ Ω \ Ω∗. Тогда из свойств измеримых отображений, согласованности
случайных процессов f(t), t > 0, и z(t), t > 0, с фильтрацией {Ft}t>0 и построе-
ния решения задачи Коши (3.7) через аппроксимации вытекает, что случайный
процесс v(t), t > 0, согласован с фильтрацией {Ft}t>0. Поэтому в силу предло-
жения 1 и теоремы 1 случайный процесс u(t) = v(t) + z(t) – решение системы
(1.1), (1.2), удовлетворяющее начальному условию (3.1) почти наверное.

II. Доказательство единственности полностью аналогично доказательству
единственности в теореме 1, но при этом необходимо оценивать не дифферен-
циальное уравнение, а интегральное в силу определения решения.

III. Этот факт сразу следует из доказательства соответствующего результата
для v о равномерной непрерывности по Липшицу оператора, сопоставляющего
множеству входящих в задачу параметров решение задачи Коши (3.7).

Теорема доказана.

Из леммы 4.5.3 в [18; гл. IV, § 5] и того, что (Ω, F, P ) – полное вероятностное
пространство, F0 содержит все множества P -меры нуль σ-алгебры F , вытекает

Следствие. В условиях теоремы 2, п. I решение u(t) задачи Коши (1.1),
(1.2), (3.1) является прогрессивно измеримым по отношению к {Ft}t>0 случай-
ным процессом.

Замечание 3. В [4; гл. VI, § 1] и [32] рассматривалась немного другая двух-
слойная модель бароклинной атмосферы на единичной двумерной сфере S с
центром в нуле. Система уравнений этой модели после обезразмеривания от-
личается от системы (1.1) только оператором A3. А именно, в [4; гл. VI, § 1] и
[32] оператор A3 имел следующий вид:

Ã3 =
(
−k∆ −k∆
−k∆ −(k + k1)∆ + ρ

)
.

Проводя аналогичные рассуждения, нетрудно показать, что для такой системы
выполнены дословно результаты предложения 1, замечания 1, теорем 1, 2 и
следствия.
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[5] Б. В. Пальцев, Сферические функции, МФТИ, М., 2000.
[6] Ю.Н. Скиба, Математические вопросы динамики вязкой баротропной жидко-

сти на вращающейся сфере, ОВМ АН СССР, М., 1989.
[7] В.П. Дымников, Устойчивость и предсказуемость крупномасштабных атмо-

сферных процессов, ИВМ РАН, М., 2007.
[8] М.С. Агранович, “Эллиптические сингулярные интегро-дифференциальные опе-

раторы”, УМН, 20:5 (1965), 3–120; англ. пер.: M.S. Agranovich, “Elliptic singular
integro-differential operators”, Russian Math. Surveys, 20:5 (1965), 1–121.

[9] К. Иосида, Функциональный анализ, Мир, М., 1967; пер. с англ.: K. Yosida,
Functional analysis, Grundlehren Math. Wiss., 123, Springer-Verlag, Berlin–
Göttingen–Heidelberg; Academic Press, New York, 1965.

[10] С. Г. Михлин, Проблема минимума квадратичного функционала, Гостехиздат,
М.–Л., 1952; англ. пер.: S.G. Mikhlin, The problem of the minimum of a quadratic
functional, Holden-Day, San Francisco–London–Amsterdam, 1965.

[11] С. Г. Михлин, Многомерные сингулярные интегралы и интегральные уравне-
ния, Физматгиз, М., 1962; англ. пер.: S.G. Mikhlin, Multidimensional singular
integrals and integral equations, Pergamon Press, Oxford–London–Edinburgh–New
York–Paris–Frankfurt, 1965.

[12] С. Г. Михлин, “Дифференцирование рядов по сферическим функциям”, Докл.
АН СССР, 126:2 (1959), 278–279.

[13] С. Г. Михлин, Линейные уравнения в частных производных, Высшая школа, М.,
1977.

[14] Ж.-Л. Лионс, Э. Мадженес, Неоднородные граничные задачи и их приложения,
Мир, М., 1971; пер. с фр.: J.-L. Lions, E. Magenes, Problèmes aux limites non
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